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Введение  
Актуальной задачей теории n -арных групп 
была и остается задача установления новых кри-
териев полуабелевости. Свидетельством тому 
могут служить работы [1]–[5] математиков, чьи 
труды принято относить к разряду классических 
в области n -арных групп.  
Представленная работа, по своей сути, яв-
ляется алгебраической, хотя все приведенные 
результаты имеют геометрическую интерпрета-
цию и поэтому, на наш взгляд, представляют 
интерес не только в теории n -арных групп, но и 
в аффинной геометрии.  
Все полученные результаты – критерии по-
луабелевости n -арной группы [ 2]( ) .G X −=< , , >   
Отметим, что из теорем 2.1 и 2.2 следуют, 
при 3n =  соответственно, известные результаты 
9.3 и 8.10 Д. Вакарелова из [6]. Причем, теорема 
2.1 усиливает результат 9.3 Д. Вакарелова, по-
скольку является критерием полуабелевости.  
 
1 Определения и понятия, используемые в 
работе 
В дальнейшем элементы n -арной группы 
G  будем называть точками.  
Определение 1.1. Точку  
2 4
[ 2]( ) ( )
n
aS b ab b a
−−=  
называют точкой, симметричной точке b  от-
носительно точки .a   
Определение 1.2. Последовательность k  
элементов из X  называют k -угольником .G   
Определение 1.3. Четырехугольник 
a b c d< , , , >  
называют параллелограммом ,G  если  
2 4
[ 2]( )
n
ab b c d
−− = .  
Определение 1.4. n -арную группу G  назы-
вают полуабелевой, если для любой последова-
тельности 1
n nx X∈  справедливо равенство  
1 1
1 2 2 1( ) ( )
n n
n nx x x x x x
− −= .  
Определение 1.5. Упорядоченную пару 
a b< , >  точек a b X, ∈  называют направленным 
отрезком n -арной группы G  и обозначают .ab   
Определение 1.6. Говорят, что направлен-
ные отрезки ab  и cd  равны и пишут ,ab cd=  
если четырехугольник ,a c d b< , , >  – параллело-
грамм .G   
Пусть V  – множество всех направленных 
отрезков n -арной группы G . Согласно предло-
жению 1 из [5] бинарное отношение =  на мно-
жестве V  является отношением эквивалентности 
и разбивает множество V  на непересекающиеся 
классы. Класс, порожденный направленным от-
резком ,ab  имеет вид  
( ) { | }K ab uv uv V uv ab= ∈ , = .  
Под вектором ab
JJG
 n -арной группы G  по-
нимают класс ( ),K ab  т. е. ( ).ab K ab=JJG   
 
2 Основные результаты  
Предложение 2.1. n -арная группа G  бу-
дет полуабелевой тогда и только тогда, когда 
для произвольных точек a c x y, , ,  из X  справед-
ливо равенство  
2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( )
n n n n
y xa a cx x ax x yc c x
− − − −− − − −= .   (2.1) 
Доказательство.  
1. Пусть G  – полуабелева n -арная группа. 
Установим справедливость равенства (2.1).  
Рассмотрим правую часть равенства (2.1). 
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C учетом нейтральности последовательностей 
2 4
[ 2]
n
zz z
−−  и 
2 4
[ 2]
n
z z z
−−  для любого z X∈  имеем  
2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( )
n n n n
xa a cx x ax x yc c x
− − − −− − − − =  
2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))
n n n n
xa a cx x a x x yc c x
− − − −− − − −= =  
2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))
n n n n
aa a cx x x x x xc c y
− − − −− − − −= =  
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ) ) ( )
n n n
cx x x c c y cc c y y
− − −− − −= = = .  
Справедливость равенства (2.1) установлена.  
2. Пусть равенство (2.1) выполняется. До-
кажем, что G  – полуабелева n -арная группа.  
Пусть 1
nx  – произвольная последователь-
ность из nX  и пусть 1( ),
ny x=  а ,nc x=  1,x x=  
1.a x=   
С учетом равенства (2.1) и нейтральности 
последовательностей 
2 4
[ 2] ,
n
zz z
−−  
2 4
[ 2]
n
z z z
−−  для 
любого z X∈  имеем  
2 42 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) (( ) )
nn n n
n n
nn nx x x x x x x x x xxx x x
−− − −− − − −= =
2 42 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ( ) )
nn n n
n
nn nx x x x x x x x xxx x x
−− − −− − − −= =  
2 42 4 2 4
[ 2] [ 2] 1 [ 2]
1 1 1 1 1 1 2 1( ( ) ( ))
nn n
n
nn n nx x x x x x x x xxx x
−− −− − − −= =  
2 4
[ 2] 1 1
1 1 1 2 1 2 1( ) ( )
n
n n
n nx x x x x x x xx
−− − −= = .        (2.2) 
Из равенства (2.2), на основании определе-
ния полуабелевой группы, заключаем, что G  – 
полуабелева.  
Предложение доказано.  
Теорема 2.1. Пусть a b c d, , ,  – произвольные 
точки из .X  n -арная группа G  будет полуабе-
левой тогда и только тогда, когда для точек 
x y,  из X  таких, что ( )xS a b=  и ( ) ,yS c d=  
выполняется равенство  
1 1
2 2
xy ac bd= + .JJG JJG JJG    (2.3) 
Доказательство.  
1. Пусть G  – полуабелева n -арная группа. 
Установим справедливость равенства (2.3). Ум-
ножим обе части равенства (2.3) на число 2. 
Имеем  
2xy ac bd= + .JJG JJG JJG                         (2.4) 
Установим справедливость этого равенства.  
Преобразуем левую часть равенства (2.4) с 
учетом определения 8 из [5] и теоремы 8 из [7]  
2 4
[ 2]2 ( )
n
xy xy xy x yx x y
−−= + = .
JJJJJJJJJJJJJJJGJJG JJG JJG
  (2.5) 
Аналогично  
 
2 4
[ 2]( )
n
ac bd a cb b d
−−+ = .
JJJJJJJJJJJJJJGJJG JJG
  (2.6) 
С учетом равенств ( ) ,xS a b=  ( ) ,yS c d=  оп-
ределения 4 из [5], предложения 1 из [7], имеем  
2 4
[ 2] [ 2]
2 4
( ) ( ( ( )) ( ) ( ))
n
x x y
n
a cb b d a c S a S a …S c
−− −
−
= =
JJJJJJJJJJJJJJG JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJG
	
  
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
2 4
( ( ) ( ) ( ))
n n n
n
a c xa a x xa a x … yc c y
− − −− − − −
−
= =
JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJG
	
  
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]( )
n n n
a cx x ax x yc c y
− − −− − −= .
JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJG
 (2.7) 
Тогда равенство (2.6) принимает вид  
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]( )
n n n
ac bd a cx x ax x yc c y
− − −− − −+ = .
JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJGJJG JJG
  (2.8) 
Докажем, что правые части равенств (2.5) и 
(2.8) равны. Для этого рассмотрим четырех-
угольник  
2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( ) ( )
n n n n
x a cx x ax x yc c y yx x y
− − − −− − − −< , , , > . (2.9) 
Если мы докажем, что четырехугольник 
(2.9) – параллелограмм ,G  то тем самым, со-
гласно определению 2 из [5], будет установлена 
справедливость равенства  
2 4
[ 2]( )
n
x yx x y
−− =
JJJJJJJJJJJJJJJG
 
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]( )
n n n
a cx x ax x yc c y
− − −− − −= .
JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJG
     (2.10) 
С учетом свойства полуабелевости G  и 
нейтральности последовательностей 
2 4
[ 2] ,
n
z z z
−−  
2 4
[ 2]
n
zz z
−−  для любого z X∈  имеем  
2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( ( ))
n n n n
xa a cx x ax x yc c y
− − − −− − − − =  
2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2](( ) )
n n n n
xa a cx x a x x yc c y
− − − −− − − −= =  
2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2](( ) )
n n n n
aa a cx x x x x yc c y
− − − −− − − −= =  
2 4 2 4
[ 2] [ 2]
2 4 2 4
[ 2] [ 2]
( )
(( ) )
n n
n n
cx x yc c y
cx x y c c y
− −− −
− −− −
= =
= =
 
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]( ) ( ),
n n n
yx x cc c y yx x y
− − −− − −= =   (2.11) 
т. е.  
2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( ( ))
n n n n
xa a cx x ax x yc c y
− − − −− − − − =  
2 4
[ 2]( )
n
yx x y
−−= .   (2.12) 
На основании определения 1.3 и равенства 
(2.12) заключаем, что четырехугольник (2.9) яв-
ляется параллелограммом ,G  а значит, на осно-
вании определения 2 из [5], делаем вывод о 
справедливости равенства (2.10), а значит, и ра-
венств (2.4) и (2.3).  
2. Пусть равенство (2.3) выполняется. До-
кажем, что G  – полуабелева n -арная группа.  
Поскольку в первой части доказательства 
свойство полуабелевости n -арной группы G  
нами было использовано только в равенстве 
(2.11), то без повторения рассуждений считаем, 
что справедливы равенства (2.5) и (2.8), а значит 
и равенство (2.10).  
Из равенства (2.10), с учетом определения 2 
из [5], следует, что четырехугольник  
2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( ) ( )
n n n n
x a cx x ax x yc c y yx x y
− − − −− − − −< , , , >  
– параллелограмм  ,G  а значит на основании 
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определения 2 из [5] справедливо равенство  
2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( ( ))
n n n n
xa a cx x ax x yc c y
− − − −− − − − =  
 
2 4
[ 2]( )
n
yx x y
−−= .                    (2.13) 
Умножим обе части равенства (2.13) справа 
на выражение 
2 4
[ 2] .
n
y xy
−−  Получим  
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( )
n n n n n
xa a cx x ax x yc c yy xy
− − − − −− − − − − =  
2 4 2 4
[ 2] [ 2]( )
n n
yx x yy xy
− −− −= .   (2.14) 
Откуда, с учетом нейтральности последова-
тельностей 
2 4
[ 2]
n
zz z
−−  и 
2 4
[ 2]
n
z z z
−−  для любого 
,z X∈   
2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( )
n n n n
xa a cx x ax x yc c x y
− − − −− − − − = .   (2.15) 
Из равенства (2.15) и на основании предло-
жения 2.1 заключаем, что G  – полуабелева.  
Теорема доказана.  
Предложение 2.2. n -арная группа G  бу-
дет полуабелевой тогда и только тогда, когда 
для любых a b c d X, , , ∈  справедливо равенство  
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]( )
n n n
ca a bc c db b a d
− − −− − − = .     (2.16) 
Доказательство.  
1. Пусть равенство (2.16) выполняется. До-
кажем, что G  – полуабелева n -арная группа.  
Рассмотрим произвольную последователь-
ность 1 .
n nx X∈  С учетом нейтральности последо-
вательностей 
2 4
[ 2]
n
x x x
−−  и 
2 4
[ 2]
n
xx x
−−  для любого 
x X∈  имеем  
2 42 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]
1 1 1 1 1 1 1 1( ) (( ) )
nn n
n n
nn nx x x x x x x xxx x
−− −− − −= .  (2.17) 
В (2.17) положим, что 1 ,x a=  ,nx c=  nx b=  
и 1( ) .
nx d=   
Тогда, с учетом равенств (2.17), (2.16) и 
нейтральности последовательностей 
2 4
[ 2] ,
n
x x x
−−  
2 4
[ 2]
n
xx x
−−  для любого x X∈  имеем  
2 42 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]
1 1 1 1 1 1 1 1( ) (( ) )
nn n
n n
nn nx x x x x x x xxx x
−− −− − −= =  
2 42 4
[ 2] 1 [ 2]
1 1 1 2 1
1
2 1
(( ) ( ))
( ).
nn
n
nn n n
n
n
x x x x x x xxx
x x x
−−− − −
−
= =
=
 
Т. е. мы получили, что  
1
1 2 1( ) ( )
n n
nx x x x
−= .                  (2.18) 
На основании (2.18) заключаем, что G  – 
полуабелева n -арная группа.  
2. Пусть G  – полуабелева n -арная группа. 
Установим справедливость равенства (2.16).  
Рассмотрим левую часть равенства (2.16) с 
учетом свойства полуабелевости G  и нейтраль-
ности последовательностей 
2 4
[ 2] ,
n
xx x
−−  
2 4
[ 2]
n
x x x
−−  
для любого x X∈   
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]( )
n n n
ca a bc c db b a
− − −− − − =  
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ) )
n n n
ca a bc c d b b a
− − −− − −= =  
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ) )
n n n
da a bc c c b b a
− − −− − −= =  
2 4 2 4
[ 2] [ 2]( )
n n
da a bb b a
− −− −= =  
2 4
[ 2]( )
n
da a a d
−−= = .  
Справедливость равенства (2.16) установлена.  
Предложение доказано.  
Теорема 2.2. n -арная группа G  будет по-
луабелевой тогда и только тогда, когда для лю-
бых векторов ,p
JG
 q
G
 из ( )V G  справедливо равен-
ство  
 2( ) 2 2p q p q+ = + .JG G JG G    (2.19) 
Доказательство.  
1. Пусть равенство (2.19) выполняется. До-
кажем, что G  – полуабелева.  
Пусть точки a b c d X, , , ∈  такие, что  
иp ab q cd= = .JG JJG G JJG  
Рассмотрим левую часть равенства (2.19) с 
учетом теоремы 8 из [7] и определения 8 из [5]. 
Имеем  
2 4
[ 2]2( ) 2( ) 2 ( )
n
p q ab cd a bc c d
−−+ = + = =
JJJJJJJJJJJJJJGJG G JJG JJG
 
2 4 2 4
[ 2] [ 2]( ) ( )
n n
a bc c d a bc c d
− −− −= + =
JJJJJJJJJJJJJJG JJJJJJJJJJJJJJG
 
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))
n n n
a bc c d a a bc c d
− − −− − −= .
JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJG
   (2.20) 
Аналогично  
2 4
[ 2]2 2 ( )
n
p ab ab ab a ba a b
−−= = + =
JJJJJJJJJJJJJJGJG JJG JJG JJG
      (2.21) 
и  
2 4
[ 2]2 2 ( )
n
q cd cd cd c dc c d
−−= = + = .
JJJJJJJJJJJJJJGG JJG JJG JJG
      (2.22) 
С учетом равенств (2.21), (2.22) и теоремы 8 
из  [7]  правую часть равенства (2.19) перепишем 
в виде  
2 4 2 4
[ 2] [ 2]2 2 ( ) ( )
n n
p q a ba a b c dc c d
− −− −+ = + =
JJJJJJJJJJJJJJG JJJJJJJJJJJJJJGJG G
 
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))
n n n
a ba a b c x dc c d
− − −− − −= .
JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJG
   (2.23) 
С учетом равенств (2.19),  (2.20),  (2.23)  
имеем  
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))
n n n
a bc c d a a bc c d
− − −− − − =
JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJG
 
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))
n n n
a ba a b c c dc c d
− − −− − −= .
JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJG
 
Откуда  
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))
n n n
bc x d a a bc c d
− − −− − − =  
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))
n n n
ba a b c x dc c d
− − −− − −= .    (2.24) 
Умножим справа обе части равенства (2.24) 
на выражение 
2 4
[ 2]
n
d d c
−−   
     
2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( )
n n n n
bc c da a bc c dd d c
− − − −− − − − =   
2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( )
n n n n
ba a bc c dc c dd d c
− − − −− − − −= .   (2.25) 
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Поскольку 
2 4
[ 2]
n
xx x
−−  и 
2 4
[ 2]
n
x x x
−−  – нейтральные 
2( 1)n − -последовательности для любого ,x X∈  
то (2.25) перепишем в виде  
2 4 2 4
[ 2] [ 2]( )
n n
bc c da a b
− −− − =  
2 4 2 4
[ 2] [ 2]( )
n n
ba a bc c d
− −− −= .              (2.26) 
Аналогично обе части равенства (2.26) ум-
ножим слева на 
2 4
[ 2] ,
n
cb b
−−  а справа – на 
2 4
[ 2] .
n
b b a
−−  
Имеем  
2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( )
n n n n
cb b bc c da a bb b a
− − − −− − − − =  
2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]( )
n n n n
cb b ba a bc c db b a
− − − −− − − −= .  
Откуда  
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]( )
n n n
d ca a bc c db b a
− − −− − −= .     (2.27) 
На основании равенства (2.27) и предложе-
ния 2.2  заключаем, что G  – полуабелева n -ар-
ная группа.  
2. Пусть G  – полуабелева n -арная группа. 
Установим справедливость равенства (2.19).  
Пусть точки a b c d, , ,  из X  такие, что  
и .p ab q cd= =JG JJG G JJG  
Не повторяя рассуждений из первой части 
доказательства, будем считать, что справедливы 
равенства (2.20) и (2.23), т. е.  
2( )p q+ =JG G  
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))
n n n
a bc c d a a bc c d
− − −− − −=
JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJG
 (2.28) 
и  
2 2p q+ =JG G  
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))
n n n
a ba a b c c dc c d
− − −− − −= .
JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJG
 (2.29) 
Установим равенство правых частей (2.28) и 
(2.29).  
Поскольку начало каждого из векторов, 
стоящих в правых частях равенств (2.28) и (2.29), 
совпадают, то докажем, что выражения, соответ-
ствующие концам этих векторов, также равны.  
С учетом свойства полуабелевости n -арной 
группы G  имеем  
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))
n n n
bc c d a a bc x d
− − −− − − =  
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]((( ) ) )
n n n
bc c d a a b c x d
− − −− − −= =  
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ( )) )
n n n
ba a bc c d c c d
− − −− − −= =  
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))
n n n
ba a b c c dc c d
− − −− − −= .  
Тем самым мы установили справедливость 
равенства  
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))
n n n
a bc c d a a bc c d
− − −− − − =
JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJG
 
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2](( ) ( ))
n n n
a ba a b c c dc c d
− − −− − −= .
JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJG
 
Из равенства правых частей (2.28) и (2.29) 
следует справедливость равенства левых частей 
этих равенств, а, значит, 
2( ) 2 2p q p q+ = + .JG G JG G  
Что и требовалось доказать.  
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